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分数量子力学 费曼的路径积分

费曼的路径积分

“分形”一词是由 Mandelbrot[1] 引入科学家的词典中的。从历史上看，
第一个物理对象的例子是布朗运动，其轨迹“路径”是不可微的。在量
子物理学中，应用分形概念的第一个成功尝试是费曼路径积分法在量子
力学中的应用。费曼在研究最小作用量原理的时候写出了量子力学的路
径积分方法 [2]，将非相对论量子力学重新定义为布朗路径上的路径积
分。

KF (xbtb | xata) =

∫ x(tb)=xb

x(ta)=xa

DFeynmanx(τ) · exp
{

i
h̄

∫ tb

ta

dτV(x(τ))
}

(1)

式中，DFeynmanx(τ) 是费曼函数测度。费曼是基于假设粒子的运动是一
种布朗运动而最终能得到这个结果的。他的表达式如下，∫ x(tb)=xb

x(ta)=xa
DFeynman x(τ) . . . = limN→∞

∫
dx1 . . . dxN−1

(
2πih̄ε

m
)−N/2

×
∏N

j=1 exp
{

im
2h̄ε (xj − xj−1)

2
} (2)

而众所周知，上式能导出标准的量子力学。
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分数量子力学 Laskin 和他的分数量子力学

Laskin 和他的分数量子力学

Laskin 基于分形理论提出了该表达式的基于 Lévy 飞行的表达式，如下，∫ x(tb)=xb
x(ta)=xa

DLaskin x(τ) . . . = limN→∞
∫

dx1 . . . dxN−1

( iDαε
h̄

)−N/α∏N
j=1 Lα

{(
h̄

iDαε

)1/α
|xj − xj−1|

}
. . .

(3)

其中 Dα 是广义的“分数量子扩散系数”，他的单位是 erg1−αcmα sec−α。
h̄ 表示普朗克常数，x0 = xa，xN = xb，ϵ = �tb − ta�/N，Lévy 函数 Lα

用 Fox 的 H 函数表示 [3][4][5]

h̄−1

(
Dαt

h̄

)−1/α

Lα

{
1

h̄

(
h̄

Dαt

)1/α

|x|
}

=
1

α|x|H
1,1
2,2

[
1

h̄

(
h̄

Dαt

)1/α

| x∥(1,1/α),(1,
1
2)

(1,1),(1, 12)

] (4)
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分数量子力学 Laskin 和他的分数量子力学

分数薛定谔方程 I

明显，在 alpha = 2 时，Lévy 分布转换为高斯分布。Lévy 飞行过程转
换为布朗随机运动。
其中，α 是 Lévy 系数，他的取值范围是 1 < α ⩽ 2。而在这样的函数测
度下，我们可以像“标准的”路径积分一样推导出标准薛定谔方程和标
准的“非分数”量子力学。因此，Feynman-Hibbs 分数背景导致标准的
“非分数”量子力学。
但如果把费曼路径积分中的布朗路径换成 Lévy 路径 [5]，（他们所满足
的不尝分布不同）。就会出现分数化的薛定谔方程。

ih̄∂ψ
∂t = −Dα(h̄∇)αψ + V(x)ψ (5)

其中，这个 (h̄∇)α 的运算规则可以用傅立叶变换定义，

(h̄∇)αψ(x, t) = − 1

2πh̄

∫ ∞

−∞
dpei(px/h̄)|p|αφ(p, t) (6)
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分数量子力学 Laskin 和他的分数量子力学

分数薛定谔方程 II

这个工作最初是在 2000 年由 Laskin[6][7][8] 提出。分数化的薛定谔方程
在形式上是整数薛定谔方程的泛化，但他所包含的物理内容还有待研
究。尤其是怎么在实验上观测到分数量子力学不同于整数量子力学的现
象，这便是本文研究的重点。
我们现在考虑最简单的高斯波包演化的情况。
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分数量子力学方程下的波包演化理论计算及数值模拟

一般地

考虑这么一个在 x 空间的波包，

ψ(x) = exp
[
−σ (x − x0)2

]
exp(−ik0x) (7)

将它变到 k 空间，
1√
2
√
σ

e−
(k−k0)

2

4σ ei(k−k0)(x0) (8)

在无外势的分数薛定谔方程下，我们去解这个方程，发现一些奇特的现
象。

i∂ψ̂
∂ξ

+

(
f|k|+ 1

2

∂2

∂k2

)
ψ̂ = 0 (9)

陆岳锋 分数薛定谔方程下高斯波包的演化及干涉行为 2021 年 3 月 23 日 7 / 20



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

分数量子力学方程下的波包演化理论计算及数值模拟 α = 1, k0 = 0 的解析解

α = 1, k0 = 0 的解析解

这边直接给出结果：

ψ(x) =
√
πe−σ(x+fξ+x0)2

√
2

(
1 + erf

(
i(x + fξ + x0)

√
σ
))

+

√
πe−σ(x−fξ+x0)2

√
2

(
1− ierfi

(
(x − fξ + x0)

√
σ
)) (10)

这就是 α = 1, k0 = 0 时候的自由波包演化解析解。
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分数量子力学方程下的波包演化理论计算及数值模拟 数值解

数值解

考虑无外势的分数薛定谔方程：

i∂ψ
∂ξ

= −f|k|ψ

ψ = eif|k|ξψ(ξ = 0)

(11)

代入初始状态波包的表达式，我们有

ψ = eif|k|ξ 1√
2
√
σ

e−
(k−k0)

2

4σ e−i(k−k0)(−x0) (12)

数值方法就是基于式 12，先把这个式子离散化到一个数列上，对那个数
列做傅里叶变换，我们就能得到实空间的波函数的样子。
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结果画图 单个波包演化

ψ − x 图

Figure: α = 2

Figure: α = 1.9
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结果画图 单个波包演化

ψ − x 图

Figure: α = 1.7

Figure: α = 1.3

Figure: α = 1
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结果画图 单个波包演化

ψ − x 图

Figure: α = 1
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结果画图 两个波包演化（干涉）

ψ − x 图 I

Figure: α = 2

Figure: α = 1.9
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结果画图 两个波包演化（干涉）

ψ − x 图 II

Figure: α = 1.7

Figure: α = 1.3
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结果画图 两个波包演化（干涉）

ψ − x 图 III

Figure: α = 1.2

Figure: α = 1
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结果画图 两个波包演化（干涉）

干涉热图

Figure: α = 2 Figure: α = 1.9
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结果画图 两个波包演化（干涉）

干涉热图

Figure: α = 1.7 Figure: α = 1.3
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结果画图 两个波包演化（干涉）

干涉热图

Figure: α = 1
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结果画图 两个波包演化（干涉）
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